
ζ·Math 数学分析 1 期中试题
命题: 宗语轩1

2021.9.30

注: 本卷满分 100 分 (其中附加题 15 分, 全卷得分不超过 100 分), 建议用时 2 小时.

一. (17 分, 第 1 题 10 分, 第 2 题 7 分) 证明题:

1. 用函数极限的定义证明:lim
x→2

x2

x+ 2
= 1.

2. 用 Lagrange 中值定理证明 Gibbs 不等式: 当 x, y > 0 时, 有 x− x lnx ⩽ y − x ln y.

二. (24 分, 第 1 题 10 分, 第 2,3 题各 7 分) 计算题:

1. 设函数 y = y(x) 在 R 上满足方程 y = sin(x+ y), 求 dy
dx,

d2y

dx2
(用含 y 的代数式表示).

2. 求极限 lim
x→0

cos(sinx)− e−x2

2

x4
.

3. 求极限 lim
n→+∞

2021n∑
k=1

1

n+ k + (−1)k
√
k

.

三. (28分,第 1,2题各 6分,第 3,4题各 8分)设 α是实数,函数 f(x) =


xα lnx, x > 0,

0, x = 0,

−f(−x), x < 0.

1. 若 f(x) 在 x = 0 处可导, 求 α 的取值范围.
2. 若 α = −1, 求 f (n)(1)(n ∈ N∗).
3. 若 α =

1

2
, 证明: f(x) 在 R 上一致连续.

4. 若 α = 1, 证明: 不存在 R 上的连续函数 g(x), 满足 g(g(x)) + f(x) = 0.

四. (15 分, 第 1 题 5 分, 第 2 题 10 分) 设数列 {an} 满足 an

n∑
k=1

ak = 2021.

1. 若 an > 0, 证明: 数列 {an} 收敛. 并求其极限.
2. 若 an+1an < 0,
(2a) 证明: 数列 {an} 发散;
(2b) 证明: 数列 {|an|} 收敛. 并求其极限.
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五. (16 分, 第 1 题 10 分, 第 2 题 6 分)
1. 设 f(x) 在 (1,+∞) 上可微, 且 lim

x→+∞
f(x) 存在.

(1a) 举出一个 lim
x→+∞

f ′(x) = 0 不成立的例子, 并说明理由;
(1b) 若 f ′(x) 在 (1,+∞) 一致连续, 证明: lim

x→+∞
f ′(x) = 0.

2. 设 f(x) 在 (1,+∞) 上 4 阶可微, 且 lim
x→+∞

f(x) 和 lim
x→+∞

f (4)(x) 都存在, 证明:

lim
x→+∞

f (k)(x) = 0,k = 1, 2, 3.

附加题. (15 分, 第 1 题 5 分, 第 2 题 10 分) 我们进行如下过程: 对正数 a, 选取小于 a

的最大自然数 k0, 令 a = k0 + r0, 其中 0 ⩽ r0 < 1. 若 r0 = 0, 则该过程终止; 若 r0 > 0, 则选
取小于 a 的最大自然数 k1, 令

1

r0
= k1 + r1, 其中 0 ⩽ r1 < 1. 若 r1 = 0, 则该过程终止；若

r1 > 0, 则选取小于 a 的最大自然数 k2, 令
1

r1
= k2 + r2, 其中 0 ⩽ r2 < 1. 以此类推下去, 我

们得到连分数的定义, 其展开式记作：

a = k0 +
1

k1 +
1

k2 +
1

k3 +
1

. . .

.

例如,π 的连分数展开式是：

π = 3.14159265 · · · = 3 +
1

7 +
1

15 +
1

1 +
1

. . .

.

1. 直接写出 3.245 和
37

97
的连分数展开式, 并证明: 正数 a 是有理数的充要条件是存在自然

数 m, 使得 rm = 0. 此时

a = k0 +
1

k1 +
1

k2 +
1

· · ·+ 1

km

被称为有限连分数.
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2. 若正数 a 是无理数. 记 k0 =
p0
q0
，k0 +

1

k1 +
1

k2 +
1

· · ·+ 1

kn

=
pn
qn
，(pn, qn) = 1.

(2a) 若对任意自然数 n, 均有 kn = 1, 直接写出 a 的值（化简后的分式）;
(2b) 直接写出

√
2 的连分数展开式;

(2c) 证明: 对任意正整数 n, 均有 qn ⩾ n− 1;
(2d) 证明: 对任意自然数 n, 均有 p2n

q2n
<

p2n+2

q2n+2

< a <
p2n+3

q2n+3

<
p2n+1

q2n+1

;

(2e) 证明: lim
n→+∞

pn
qn

= a.

3.(思考题,不作为考试)设 n是无平方因子的正整数,证明：
√
n的连分数展开式中数列 {kn}

从某项开始是周期数列.

国庆节快乐！
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